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The purpose of this research is computational morphogenesis while using reduced stiffness method 
for purpose of increasing the buckling load and decreasing its imperfection sensitivity of latticed shells 
with free curved surface, consideration of loading imperfection. I perform computational morphogenesis 
using this technique and grasp the characteristic and tendency of a structure form which are acquired. 
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１． はじめに 
大空間構造では，建築の形態と構造が表裏一体の関係
であるために，力学的合理性を追求した建築デザインが
必要不可欠である．しかし，幾何学関数によらない複雑で
不定形な自由曲面構造物の力学挙動は直感的に評価する
ことは極めて困難である．空間構造の設計初期段階にお
いて，複雑で不定形な形状を求める建築家に対して力学
的に合理的な形態を示唆するツールが必要となる． 
自由曲面シェル構造などの空間構造物は，外力に対し
て主に圧縮力により抵抗するため，構造最適化をする場
合，座屈に対する安全性を確保する必要がある．その為，
座屈荷重の最大化に関する研究が行われてきた．一方で，
座屈最適化によって得られる形態は不整敏感性が増す傾
向が指摘されており，自由曲面シェル構造の座屈耐力を
実質的な意味で最適化するには，座屈耐力が高く同時に
初期不整に対して鈍感な解を求める必要がある．しかし，
ドームやラチスシェル構造は，一般に荷重レベルの狭い
範囲に多くの座屈モードを有するため，最適化の各形態
において，初期不整による座屈荷重の低下を予測しなが
ら解析を行うことは難しい． 
そこで高橋[2]は構造形態創生手法に対し，単層ラチスシ
ェル構造の初期不整による弾性座屈の低下を線形理論で
簡便に予測できる実用的な方法として Reduced Stiffness
法（RS 法）を導入した．更に，この手法によって得られ
た曲面形態の力学性状を調査することで， RS 法を利用
した形状初期不整の影響を考慮した座屈最適化手法の有
効性を確認した． 
一方で単層ラチス構造物は，応力の不均一性を発生さ
せる様な，風や積雪等の偏載荷重による影響を受けやす
い．小河，熊谷ら[3]は単層 HP ラチスシェル構造に対して
偏載荷重を考慮した場合，等節点荷重に比べて弾塑性座
屈荷重が 5 割程度まで下がることを報告している． 
そこで本研究では，RS 法を用いて形状初期不整と荷重
不整を同時に考慮した構造形態創生手法を提案する．そ
して，得られた曲面形態に対して弾塑性座屈解析を行う
ことで，力学性状を調査する． 
 
２． 最適化の方法 
（１）RS 座屈荷重係数 
全体に曲面状をなす単層ラチス構造は，薄肉シェル構
造と類似な力学特性を多く有するのでシェル的構造と呼
ばれ，初期不整によって座屈荷重は大きく低下すると予
想される．RS 法は線形座屈固有方程式から，弾性座屈荷
重の近似的下限を推定する方法である．本研究ではエネ
ルギー商による RS 法を採用する． 
 
( ) 0L k k  K K   (1) 
 
ここで， LK は要素剛性マトリクス， K は幾何剛性マ
トリクス， k は k 次線形座屈荷重係数， k は k 次線形
座屈モードを表す． 
得られた k ， k を式(1)に代入し，各項の左から k の
転置
k
T を掛け 2 で除すと，k 次に関する式(2)のエネルギ
ー方程式が得られる． 
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第 1 項は k 次の線形座屈固有モードに対する増分線形
歪エネルギー，第 2 項は線形化された増分非線形面内歪
エネルギーを意味する．シェル的構造が，形状や荷重等の
不整によって損失するのは増分線形歪（軸）エネルギー成
分である． 
LK の成分のうち面内剛性成分をゼロに置き換えたも
のを，減少剛性マトリクス RS
LK とし，式(2)について k を
k
RS と置き換えると次式(3)を得る． 
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式(2)，式(3)を
k
RS について解くと，次式(4)を得る． 
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RS
k は本研究で対象とする RS 座屈荷重係数で「k 次の
モード不整が与えられた時の弾性座屈耐力」を意味する．
また /
k k
T RS T
L k L   K K は不整による座屈荷重係数の低減
係数を表し，ノックダウンファクタと呼ばれる． 
 
（２）非線形解析 
本研究では構造物の弾塑性座屈荷重を求める際に，荷
重増分反復法を用いた非線形解析を行う． 
a） 材料非線形解析 
今回用いた解析は，塑性ヒンジ法を用いた弾塑性増分
解析である．応力-歪関係は完全弾塑性として扱った．塑
性ヒンジを表す方法は，要素内に弾塑性バネを設け降伏
したら逐次バネ剛性を変える方法にした．今回の場合は
完全弾塑性型なので降伏したらバネ剛性を 0 にする事で
塑性ヒンジを作っている． 
本研究ではラチスシェルを扱う為，軸力の座屈後，引
張降伏後の挙動を追跡出来る様に軸力の降伏条件式を取
り入れた．ただし，座屈現象は座屈後に耐力が低下する
ので，図 1 に示す応力-歪関係で座屈後の挙動を追った． 
 
 
曲げの応力-歪関係 引張の応力-歪関係 圧縮の応力-歪関係 
図 1 応力-歪関係 
b） 幾何学的非線形解析 
本研究では形状を変数とした形態創生を行っている．
この様な場合，幾何学的非線形性の影響を受けやすい形
態が生成される可能性がある．大変形や全体座屈等が予
想される形態の座屈荷重を求める際，幾何学的非線形性
を考慮する事で全体座屈や節点座屈等を考慮できるよう
になる． 
 
（３）最適化問題の定式化 
本研究では最適化手法として Simulated Annealing(SA)
を用いる．本研究で扱う，RS 座屈荷重最大化問題は，制
約条件付き単一目的最適化問題に帰着し，目的関数 ( )f x ，
制約条件 ( )ic x とすると以下のように書ける． 
 
minimize ( )
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ここで， 1 2( , , )x xx は設計変数，l は等式制約条件
数，mは制約条件数である．特に，等式制約条件が存在
しない場合は 0l  ，不等式制約条件がない場合は l m
となる． 
更に，SA では直接的に制約条件を扱えないため，制約
条件を直接取り扱う代わりに，目的関数に制約条件の満
足度を表す関数(ペナルティ関数)を加算することで問題
(5)を問題(6)のような無制約問題に変換する． 
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ここで， ( )P x はペナルティ関数，  はペナルティパ
ラメータである．この問題(6)を解くことにより，もとの
目的関数 ( )f x の最適解を得ることができる． 
更に複数の荷重条件を考慮するため，j の荷重条件下に
おける k 次の RS 座屈荷重係数
k
RS
j の 1~n 次のうちで最
小値(本研究では n=20 とする)を j の荷重条件下における
最小 RS 座屈荷重係数
min
RS
j とし，これを 1~u 個の荷重条
件(本研究では u=5 とする)で相加平均を算出したものを
目的関数とした構造形態創生は以下のように書くことが
できる． 
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３． 数値解析例－RS 座屈荷重係数最大化 
本章では，自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生
を行う．第 2 章で述べた荷重不整を考慮した RS 座屈荷重
係数最大化を目的とした数値解析を行い，得られた形態
について力学性状を調査する．解析では以下のモデル(図
2)を使用する．本研究のモデルは四隅の 3 点をピン支持
されたラチスシェルである． 
 
 
 
(b) 鳥瞰図 
 
(a) 平面図 (c)  NURBS 制御点 
図 2 解析モデル 
 
（１）解析概要と最適化結果 
前述した解析モデルに対し，NURBS 制御点を設計変数
とした解析を行う．最適化における解析条件は表 1 に示
す通りである．荷重条件は iS を支配面積としてP0=10kN
(図 3 の●)，P1= 5kN  (図 3 の●)とし，図 3 に示す(a)~(e)
の 5 パターンとする．尚，偏載荷重時にはこの荷重条件
に自重を加算する． 
 
表 1 解析条件 
使用材料 490SN  
使用断面 101.6 5   
ヤング率 E 2.05
8 2
10 /kN m  
ポアソン比 0.3 
設計変数 制御点 z 座標 zq -2.0  z 7.0 m  
目的関数 最小 RS 座屈荷重係数(荷重不整考慮) 
制約条件 ライズ(5.0 m ，許容応力度 
 
 
 
  
(a) 等節点荷重 (b) 1/4偏載荷重 (c) 中央集中荷重 
 
 
 
 
(d) 対角荷重 (e) 半載荷重  
図 3 荷重条件 
 
表 2 に，初期個体，荷重不整を考慮した線形座屈荷重
係数を最大化して得られる個体(以下，比較個体 A と呼称
する)，高橋[2]による等節点荷重下での RS 座屈荷重係数
を最大化して得られる個体(以下，比較個体 B と呼称する)，
更に本研究で得られた最適個体の分類一覧を示す．尚，各
個体の解析結果は表 2 の分類における初期個体，比較個
体 A，比較個体 B，最適個体の順に掲載する． 
 
表 2 各個体の分類一覧 
 形状初期不整(RS 法) 
 
荷重不整 
 無し 有り 
無し 初期個体 比較個体 B 
有り 比較個体 A 最適個体 
 
解析により得られた各個体の形態と各荷重下での線形
一次座屈荷重係数，及び最小 RS 座屈荷重係数を図 4~7
に示す．各個体の形態は各図(a)の左側に鳥瞰図，右側上
段に正面の立面図，右側下段に正面から 45°傾けた立面
図を示す．色は高さ(単位は[m])を表す． 
各個体における各荷重下での弾塑性座屈解析結果を図
8~11 に示す．(a)の釣合曲線は各荷重下での鉛直下方向
変位が最大となる節点における荷重－変位曲線を表す．
曲線上の▲はシェルを構成する部材のいずれかが降伏し
始めた荷重を，×はシェルの弾塑性座屈荷重を示す．釣
合曲線の右側には抽出節点の節点位置を示す．(b)には各
荷重下における弾塑性座屈時の崩壊系を示す．色は降伏
ヒンジを表し，図下の凡例に対応している． 
各個体の形態(図 4~7 (a))を見ると，比較個体 A と比較
個体 B は概ね似た形態である．比較個体 A と比較個体 B
の 45°方向立面図を見ると，比較個体 A は支持点付近が
滑らかな曲線であるが，比較個体 B は支持点が接地して
いる．これは，大きな軸力の発生が予測される支持部付近
において，スラストによる影響を低減するためと考えら
れる．最適個体の 45°方向立面図を見ると比較個体 B と
同様の傾向があり，RS 法によって得られる形態の持つ特
徴であると言える．また，最適個体は他の個体と異なり，
シェル頂部付近で同心円状に負の曲率による谷部が形成
され，これが最適個体の持つ独自の曲面形態である． 
各個体の各荷重下における線形，及び RS 座屈荷重係数
(図 3.5(e)~(h))を見ると，初期個体，比較個体 A では，い
ずれの荷重においても線形座屈荷重係数から RS 座屈荷
重係数へ大きく低下している．比較個体 B では，全載荷
重において低下は少ないものの，1/4 偏載，対角，半載荷
重において大きく低下している．最適個体ではいずれの
荷重においても低下は少なく，本研究で提案した構造形
態創生手法によって正しく最適解が探索されている． 
比較個体 A の釣合曲線(図 9(a))を見ると，他の個体に
比べて各荷重における剛性の差が最も大きい．初期降伏
後の剛性低下を見ると，(b)の崩壊系において座屈が支配
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的となる荷重である等節点，及び中央集中荷重では大き
く低下している．比較個体 B の釣合曲線(図 3.10(a))を見
ると，比較固体 A に比べて各荷重における剛性の差は小
さい．初期降伏後の急激な剛性低下は見られず，RS 法
によって曲げ依存を高めている為と考えられる．最適個
体の釣合曲線(図 3.11(a))を見ると，各荷重における剛性
の差，初期降伏以降の剛性低下は最も小さい．また，谷
部に形成されたテンションリングで引張降伏が先行する
ため，荷重による崩壊系の変動はほぼ見られない． 
 
初期個体 
 
 
 
(a) 鳥瞰図(左)，立面図(右上)，45°方向立面図(右下) 
 
(b)線形座屈荷重係数と RS 座屈荷重係数 
図 4 初期個体の形態及び線形座屈荷重係数と RS座
屈荷重係数の比較 
 
比較個体 A 
 
 
 
(a) 鳥瞰図(左)，立面図(右上)，45°方向立面図(右下) 
 
(b)線形座屈荷重係数と RS 座屈荷重係数 
図 5 比較個体 Aの形態及び線形座屈荷重係数と RS
座屈荷重係数の比較 
 
 各個体の鉛直方向変位最大節点の発生位置(図 8~11(a)
右側)を比較すると，荷重不整を考慮していない初期個体
と比較個体 B では荷重ごとに大きく変動している．一
方，荷重不整を考慮した比較個体 B と最適個体では，全
てシェルの対角線上にある．特に最適個体では，節点位
置は完全に対称位置に発生している．これは，どの荷重
においても変位性状が近い事を意味しており，最適個体
は他の個体よりも荷重不整に対して鈍感な形態であると
言える． 
 
比較個体 B 
 
 
 
(a) 鳥瞰図(左)，立面図(右上)，45°方向立面図(右下) 
 
(b)線形座屈荷重係数と RS 座屈荷重係数 
図 6 比較個体 Bの形態及び線形座屈荷重係数と RS
座屈荷重係数の比較 
 
最適個体 
 
 
 
(a) 鳥瞰図(左)，立面図(右上)，45°方向立面図(右下) 
 
(b) 最適個体の線形座屈荷重係数と RS 座屈荷重係数 
図 7 最適個体の形態及び線形座屈荷重係数と RS座
屈荷重係数の比較 
 
0
10
20
30
40
50
等節点 1/4偏載 中央集中 対角 半載
L
o
ad
 F
ac
to
r
荷重
線形座屈荷重係数 RS座屈荷重係数
0
10
20
30
40
50
等節点 1/4偏載 中央集中 対角 半載
L
o
ad
 F
ac
to
r
荷重
線形座屈荷重係数 RS座屈荷重係数
0
10
20
30
40
50
等節点 1/4偏載 中央集中 対角 半載
L
o
ad
 F
ac
to
r
荷重
線形座屈荷重係数 RS座屈荷重係数
0
10
20
30
40
50
等節点 1/4偏載 中央集中 対角 半載
L
o
ad
 F
ac
to
r
荷重
線形座屈荷重係数 RS座屈荷重係数
𝑥 
𝑦 
𝑧 
𝑥 
𝑦 
𝑧 
𝑥 
𝑦 
𝑧 
𝑥 
𝑦 
𝑧 
初期個体 
   
  
(a) 釣合曲線(左)，抽出節点位置(右)，各種加重係数(下) 
   
等節点荷重 1/4 偏載荷重 中央集中荷重 
  
 
対角荷重 半載荷重  
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図 8 初期個体の弾塑性座屈解析結果 
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図 9 比較個体 Aの弾塑性座屈解析結果 
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図 10 比較個体 Bの弾塑性座屈解析結果 
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図 11 最適個体の弾塑性座屈解析結果 
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（２）初期不整を考慮した弾塑性座屈解析 
各個体に対して実際の座屈挙動を確認するため，節点位
置に形状初期不整を与えて弾塑性座屈解析を行った．節
点に与える形状初期不整の分布は，各荷重下における
1~20 次の線形座屈固有モードとしており，形状初期不整
の最大振幅値は部材の断面二次半径 i (単位は[mm])の±1i，
±2i，±3i 倍となるように調整しそれぞれ解析する。 
図 3.12~15 の(a)には各個体の各荷重下における 1~20 次
の線形座屈固有モードを形状初期不整として与えた場合
の弾塑性座屈荷重の低下係数の下限値とそのモード次数，
及び当該次数の RS 法によるノックダウンファクタの値
を示す．それぞれ緑色が RS 法によるノックダウンファク
タ，赤色が弾塑性座屈荷重の低下係数を表す．(b)~(d)には
代表的な解析例として中央集中荷重下における解析結果
を示す．(b)の釣合曲線は不整振幅が最大となる節点にお
ける荷重-変位曲線を表し，完全形（初期不整のない状態）
及び，最大不整振幅±1i，±2i，±3i の不整を与えた形状の
釣合曲線を不整モード毎にまとめて描いている．曲線上
の▲はシェルを構成する部材のいずれかが降伏し始めた
荷重を，×はシェルの弾塑性座屈荷重を示す．釣合曲線に
は完全形のものに perfect，最大不整振幅±1i，±2i，±3i の
うち弾塑性座屈荷重が最小値となる場合のものに，その
ときの最大不整振幅値をデータラベルとして各曲線の脇
に記している．尚，横軸の変位には，形状初期不整による
初期変位を加算している．(c)には与えている不整分布を
表し，不整分布図上に示す●は不整振幅が最大となる節
点を表している。尚，図中に示す色は，赤色が上側の振幅，
青側が下側の振幅を意味している．(d)には弾塑性座屈時
の崩壊系を示し，それぞれ左側が完全形(perfect)，右側が
最大不整振幅±1i，±2i，±3i の初期不整を与えた解析結果
のうち，弾塑性座屈荷重が最小となった不整振幅のもの
である．色は降伏ヒンジを表し，図下の凡例にそれぞれ対
応している． 
 各個体の RS 法によるノックダウンファクタ，及び弾塑
性座屈荷重の低下係数の比較(図 3.12~15(a))を見ると，い
ずれの個体においても，RS 法によるノックダウンファク
タから弾塑性座屈荷重の低下係数へ低下が見られる．こ
れらは RS 法が形状初期不整による弾性座屈荷重の低下
を予測するものであり，弾塑性座屈解析では材料非線形
性を考慮しているためであると考えられる．この影響に
より，RS 法によるノックダウンファクタと弾塑性座屈荷
重の低下係数の相関関係はあまり見られず，RS 法によっ
て座屈性状を推定するには，その適用範囲に限界がある
と考えられる． 
初期個体における RS 法によるノックダウンファクタと
弾塑性座屈荷重の低下係数の差を見ると，対角荷重で最
大となり，約 36%低下している．比較個体 A では初期個
体と同じく対角荷重で最大となり，約 25%低下している．
比較個体 B では中央集中荷重で最大となり，約 38%低下
している．最適個体では等節点，中央集中荷重で最大値の
約 12%となっているものの，他の個体に比べて低下は少
ない． 
 初期個体におけるモード不整分布(図 12(c))を見ると，
極めて狭い範囲で逆対称の波状の不整が生じている．比
較個体 A におけるモード不整分布(図 13(c))を見ると，初
期個体と同様，局所的に不整が生じることで，弾塑性座屈
荷重の低下が大きくなっている．比較個体 B における各
荷重下でのモード不整分布(図 14(c))を見ると，初期個体
や比較個体 A と同様，局所的に大きな不整が生じている．
最適個体における各荷重下でのモード不整分布(図 15(c))
を見ると，他の個体と同様，弾塑性座屈荷重が低下しやす
いと推測される局所的な波状の不整が生じているものの，
各個体の弾塑性座屈荷重の低下係数(図 3.12~15(a))と比
較すると，低下は少ない． 
 初期個体における中央集中荷重下での釣合曲線 (図
12(b))を見ると，不整振幅が大きくなるにつれて釣合経路
が大きく変動している．また，これに伴い初期降伏荷重が
大きく低下していることが分かる．(d)の崩壊系を見ると，
モード不整が与えられる事で不整振幅が最大となる節点
付近で付加曲げが生じていることが分かる．比較個体 A
おける中央集中荷重下での釣合曲線(図 13(b))を見ると，
初期個体と同様に，不整振幅が大きくなると釣合経路が
変動し，初期降伏荷重も低下している．(d)の崩壊系を見
ると，不整振幅が最大となる節点付近で座屈が先行して
いる．比較個体 B おける中央集中荷重下での釣合曲線(図
14(b))を見ると，モード不整が与えられても初期降伏以前
の釣合経路の変化はほとんど見られないものの，初期降
伏荷重以降の経路はわずかに変化している．また，モード
不整が与えられることによる初期降伏荷重の変動は，初
期個体や比較個体 A に比べて低減している．つまり，形
状初期不整による幾何学的非線形性の影響は受けにくく
なっていることが分かる．これは RS 法によって形状初期
不整の影響が少ない形態が創生されていることを意味す
る．(d)の崩壊系を見ると，曲げが低減され，座屈のみが
生じている．最適個体における中央集中荷重下での釣合
曲線(図 15(b))を見ると，比較個体 B と同様，釣合経路は
ほぼ変わっていない．また，初期降伏荷重も，モード不整
が与えられても，完全形の場合と同程度である．(d)の崩
壊系を見ると，いずれもテンションリングの引張降伏，及
びその付近での曲げ降伏が先行しており，モード不整が
与えられる事による崩壊系の変化はあまり見られない． 
以上の事から最適個体は，幾何学的非線形性に加えて
材料非線形性を考慮に入れても，荷重不整，及び形状初期
不整に対して鈍感な力学性状を持ち合わせている事が分
かる．よって本研究で提案した構造形態創生手法は，形状
初期不整，及び荷重不整に対して鈍感な形状を求める事
を目的とした自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生
において有効性を持ち合わせていると言える． 
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(c) 不整分布 (d) 崩壊系 
図 12 初期個体の形状初期不整を考慮した弾塑性座
屈解析結果((b)~(d)は中央集中荷重時) 
 
比較個体 A 
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(c) 不整分布 (d) 崩壊系 
図 13 比較個体 Aの形状初期不整を考慮した弾塑性
座屈解析結果((b)~(d)は中央集中荷重時) 
 
比較個体 B 
 
(a) 各荷重における弾塑性座屈荷重の低下係数の下限値と
RS法によるノックダウンファクタ 
 
(b) 釣合曲線 
   
 
(c) 不整分布 (d) 崩壊系 
図 14 比較個体 Bの形状初期不整を考慮した弾塑性
座屈解析結果((b)~(d)は中央集中荷重時) 
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(c) 不整分布 (d) 崩壊系 
図 15 最適個体の形状初期不整を考慮した弾塑性座
屈解析結果((b)~(d)は中央集中荷重時) 
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４． 結論 
本研究では，線形座屈耐力が高く，同時に形状初期不整，
及び荷重不整に対して鈍感な形状を求める事を目的とし
て，荷重不整を考慮した RS 座屈荷重係数を目的関数と
して自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生を行った．
得られた最適形状について弾塑性座屈解析により実際の
弾塑性座屈挙動について調査した．さらに，本研究におけ
る最適個体に対して，荷重不整を考慮した線形座屈最大
化を目的として得られた個体(比較個体 A)，及び高橋[2]に
よる等節点荷重下での RS 座屈荷重係数最大化を目的と
して得られた個体(比較個体 B)との比較検討を行った．こ
れらの事から，次に示す結果が得られた． 
最適個体は引張場を上手く発生させながら，同時に面
外曲げに対して抵抗する事で，靭性に富んだ力学性状を
持ち，同時に形状初期不整，及び荷重不整に対して鈍感な
形状である．最適個体は比較個体 A，比較個体 B と比べ
完全形の弾塑性座屈耐力は下回ったものの，形状初期不
正に対して鈍い性状を示した． 
以上の事から，本研究で示した手法は形状初期不整，及
び荷重不整に対して鈍感な形状を求める事を目的とした
自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生において有効
性を持つと言える． 
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